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Enoncés 1

Dérivation et intégration des
fonctions vectorielles

Dérivation

Exercice 1 [o0s564] [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : R — E dérivable en 0. On
suppose

Ve e R, f(2z) = 2f(x)

Montrer que f est linéaire

Exercice 2 [00565] [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : C([a, b[, E).

Montrer que f admet un prolongement de classe C! & [a, b] si, et seulement si, f’
admet une limite en b.

Exercice 3 [o0s566] [Correction]
Pour tout réel x, on pose :

x 1 (0)
z2/2!  x 1

233 2%/2! =«

22/2!  «x

™ /n!

a) Montrer que D,, est une fonction dérivable et calculer D, ().
b) En déduire 'expression de D, (x).

Exercice 4 [oo0568] [Correction]
Soit f : R — E de classe C*°. Etablir que pour tout ¢ # 0,

= /) = EX poq

Exercice 5 [00569 ] [Correction]
Soit f:]0,1] — E dérivable & droite en 0 et vérifiant f(0) = 0.
Déterminer la limite quand n — +oo de

S =3 f (k/n’)
k=1

Formules de Taylor

Exercice 6 [00567] [Correction]
a) Montrer que pour tout 0 < p <nona

S (Z) o =0e > (1) (Z) k"= (=1)"n!
k=0

k=0

b) En déduire, pour f: R — E de classe C™, la limite quand h — 0 de

DI (Z) f(kh)

Exercice 7 [o01732] [Correction]
Soit f de classe C? sur R telle que f et f” soient bornées.
Montrer, a I'aide d’une formule de Taylor, que

2
115 < 40 llo 1"l
Exercice 8 [00570] [Correction]
Soit f:[0,1] — E de classe C? telle que

FO)=1(0)=f1)=0et [f(1)]=1

Montrer en écrivant deux formules de Taylor que ||| > 4.

Exercice 9 [o0571] [Correction]
Soit f: R — E de classe C? telle que f et f” soient bornées. On pose

Mo = || fllo et My = f"]|

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 10 aofit 2015

Enoncés 2

a) Soit z € R. Etablir que pour tout h > 0 :

oMy hMy
T

[REEIIES

b) En déduire

My = [|f']l o < 2v/MoM,

Arcs paramétrés

Exercice 10 [o03964 ] [Correction]

Soit ¢ — f(t) une fonction vectorielle dérivable définissant un arc paramétré
régulier du plan euclidien R2.

On suppose ¢ — || f(t)]| constante. Montrer que pour tout ¢, les vecteurs f(t) et
f'(t) sont orthogonaux.

Exercice 11 [oo0579] [Correction]
Etudier la courbe paramétrée définie par

T = cos 3t
Yy =sin2¢
Exercice 12 [o03965] [Correction]
a) Etudier la courbe paramétrée définie par
r = cos® t
y =sin®t
b) On note A et B les points d’intersection des axes (Oz) et (Oy) avec la tangente

au point de parameétre ¢t # 0 [r/2] de la courbe précédente. Calculer la distance

A(t)B(1).

Exercice 13 [o03966] [Correction]
[Cycloide]
Etudier la courbe paramétrée définie par

r=1—sint
y=1—-cost

Exercice 14 [03967 ] [Correction)]

a) Etudier la courbe définie par
x=1t—tht
y = 1/cht

b) On note A le point d’intersection de I'axe (Oz) avec la tangente au point M de
parametre ¢ de la courbe ci-dessus. Calculer la distance AM.

Exercice 15 [oo0585] [Correction]
[Lemniscate de Bernoulli]
a) Etudier la courbe paramétrée définie par

sint
r=-—-"
14 cos?t
- sintcost
Y= T¥cos?t

b) On introduit les points
F(1/V/2,0) et F'(=1/+/2,0)
Montrer que pour tout point M de la courbe ci-dessus

1
MFXMF/:§

Exercice 16 [03969] [Correction]
Soient a,b > 0 avec a > b
a) Montrer que

T =acost

. avec t € R
y = bsint

définit un paramétrage de la courbe d’équation cartésienne

2 2
x
— + L =1
a b2
b) Exploiter le paramétrage pour donner ’allure de cette courbe.
¢) On pose ¢ > 0 tel que a? = b + ¢? et 'on introduit les points F et F” de 'axe
des abscisses déterminés par
OF =0F =c¢
Vérifier que pour tout point M de la courbe étudiée on a

MF+ MF' =2a
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Exercice 17 [o03968] [Correction]
[Cardioide]
Etudier la courbe définie par

x(t) = 2cost + cos 2t
y(t) = 2sint 4 sin 2t

Exercice 18 [o03970] [Correction]
Soit t — f(t) définissant un arc régulier tel qu’en tout point de parameétre ¢ la
tangente soit

Dy: (2 +3t)r -2y =13

Réaliser un paramétrage en coordonnées cartésiennes de 'arc étudié et le
représenter.

Exercice 19 [ 03971 ] [Correction]
a) Etudier la courbe

x = 3t?
y =2t
b) Donner une équation de la tangente et de la normale en le point M de

parametre t .
¢) Déterminer les droites qui sont & la fois tangentes et normales & cette courbe.

Exercice 20 [o3972] [Correction]
a) Etudier et représenter la courbe définie par

x =4t
y = 3t4
b) Former une équation de la tangente au point de parametre ¢ € R.

¢) Déterminer un paramétrage du lieu des points d’olt 'on peut mener deux
tangentes a la courbe précédente orthogonales et figurer cette courbe.

Exercice 21 [o4077] [Correction]

Soit D le disque de centre (0,0) et de rayon R > 0 du plan R2.
Montrer que les vecteurs tangents a D aux points du cercle limite sont
orthogonaux au vecteur rayon.
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Corrections Exercice 4 : [énoncé]
Par récurrence sur n € N via :

Exercice 1 : [énoncé] N " /
Notons que f(2x 0) = 2 x £(0) implique £(0) = 0. (" £(1/0) " = (ex ) " = e () ) ) (/)™
On a

flx) = f(2xx/2) =2f(x/2) en vertu de la formule de Leibniz, puis
Par récurrence n+1 n n

. N —1)™ (1), —1)" -1, -
Fla) = 2" a2 () = 1 EVT D ooy L ey S oo
Donc e .
f@)  f(z/2™) — f(0) S 0) et la formule attendue apres simplification.

r x/2m

puis
f(x) = f'(0)x Exercice 5 : [énoncé]

Par la dérivabilité a droite de f en 0, on peut écrire

Exercice 2 : [énoncé] f(x) = f(0)+z.f(0) + ze(x)
Un tel résultat est déja connu pour les fonctions a valeurs réelles par application

du théoreme des accroissements finis. En raisonnant via parties réelles et avec € 0_+> 0.
imaginaires on peut étendre ce résultat au cas d’une fonction complexe. En Puisque f(0) = 0, on obtient
raisonnant via les fonctions coordonnées dans une base de E, on prolonge ce
résultat aux fonctions a valeurs dans FE. 1 <& 1 <& k
_ !
S, = ﬁZk.f 0)+—5 > ke <n?>
k=1 k=1
Exercice 3 : [énoncé] En exploitant
a) Notons A(z) = (a; ;(x)) € M, (K) la matrice dont Dy, (z) est le déterminant. k
La fonction x — A(x) est dérivable car ses fonctions coordonnées le sont et par € <2> H < max ||e|
multilinéarité du déterminant, la fonction D,, est dérivable avec " 10,1/n]
et
D;L:det(C{,Cg,...,Cn)—l—det(Cl,Cé,...,Cn)—|—-~-+det(Cl,Cg7...,C,’l) ik n(n—I—l)
et donc k=1 2
;o /
Dn = det(Cl,Cg,...,Cn) on obtient
En .développant par rapport a la derniére colonne ce dernier déterminant, on S, — n+1 70 < n+1 max e
obtient : 2n 2n  10,1/n]
D! () = Dp_1(x
n() n-1(@) Or ¢ = 0 donc max |lg|| — 0 puis
b) Sachant D,,(0) =0 et D;(z) = = on peut conclure, par récurrence, 0* 10,1/n]
z" 1,
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Exercice 6 : [énoncé]
a) Procédons par récurrence sur n € N*.
n

Pour n =1, 3 (-1)" ) — (-1 =0ct Y (—1)k (”) =1

k=0 k k=0
Supposons la propriété établie au rang n > 1.
Pour0<p<n+1.

n+1 +1
Sip=0alors > (—1) (”k >kp (1- 1)+ =0.
k=0

n

n+1 1 n+1
Si0<p<n+lalors 5 (—1)k<"+ )kpz(n+l) ) (—1)k< "1> g1 =
k=1

k=0 k k—
(n+1) 3 (=1)F1 (Z (k +1)P~! = 0 aprés développement du (k + 1)P~1.
k=0

Sip=mn+1 alors
n+1 +_1

SR R = ()
k=0 k

Récurrence établie.

b) Par Taylor Young : f(x) =

M=

(~1)k (:) (k+1)" = (~1)"* 0+ 1)L

k=0

LAES!
%mp + o(z™) donc
p=0 )

> (-1)F (”) k) = 52 F0 55 (1) (Z) K7+ o(") = (=1)" £ (0).

Exercice 7 : [énoncé]
Par I'inégalité de Taylor Lagrange avec x € R et h > 0

o+ ) — F@) = @) < 21
donc )
AP @] < 1S+ )+ 7+ 217
puis
o dLiR

Si f ou f” est la fonction nulle, on peut conclure. Sinon, pour
h=2/[Ifll/Ilf"llo > 0, on obtient

@) < 24/l 1Nl

et I'on peut a nouveau conclure.

2 fllos
2+

Exercice 8 : [énoncé]
Par I'inégalité de Taylor Lagrange :

#(3) - 10 - 370 < g1
) F(3) =+ Srmf < 1
I (3) s+ <3

On en déduit

£ ()] < 171w e (|7 (3)] - rrcon| < g

= isn <ol - ()| |7 (3)] < 1771

puis || f"[ > 4.

donc

Exercice 9 : [énoncé]
a) Par l'inégalité de Taylor Lagrange
2

£+ ) = @)~ hf @) < M

donc )
h
RS @< 1@+ R+ @)+ 5 Mo
puis
, 2My  hM,
< =7
7@l < 20+ 22

oMy |, hM,
hoT 32

b) La fonction h —
vaut : 2¢/MoMs. On en déduit

atteint son minimum en h = 2,/ My/Ms et celui-ci

Remarquons, qu’il est possible de proposer une meilleure majoration en exploitant
I’inégalité de Taylor-Lagrange entre x et x 4+ h d’une part et x et x — h d’autre
part. On parvient alors & My < v/2MoMs.
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Exercice 10 : [énoncé]
Il y a constance de ’application

= LA = (£(2), F(2)

Sa dérivée est donc nulle ce qui donne

(f'(t), f()) =0

Exercice 11 : [énoncé]

L’application t — M (t) est définie et de classe C*° sur R.

M(t+2m) = M(t).

M (—t) est le symétrique de M (t) par rapport & laxe (Ox).

M (7 —t) est le symétrique de M (¢) par rapport au point O.

On peut limiter 1’étude a I'intervalle [0, 7/2]. La courbe obtenue sera complétée
par les symétries de centre O et d’axe (Ox).

Tableau des variations simultanées

t 0 w/4 /3 /2
2'(t) | 0 — 0 + 3
zt) |1 N, —1/V/2 \, -1 ~ 0
y) |07 1 NoV3/2 N 0
y'(t) + 0 — — -2
m(t) | oo 0 00 -2/3
T T 11 T T
( = )
\, /," g -\\'\ /
“ \ ’_J/ \_\
N ~
P . 0.5 __/><\
/ 4 \\\ . - ] \\
/ B e - d \
} - e - \
‘! 05 PN 05 j
\ 7 ™. /
™, P A \\_ /
\\‘\ /‘f/ \\‘\_ /‘/"/
S ./.-> =, _\x .51 -/_‘_,/\\
e e L~ ™\
¢ \'\_\x\ f/,-/ - N,
e
{ - sl )
~— 4 N

La courbe paramétrée x = cos 3t,y = sin 2t

Il y a deux points doubles. Pour des raisons de symétrie, ceux-ci correspondent a
une abscisse nulle. On obtient un point double pour t = 7/6 et t' = 77 /6 de
coordonnées (0, \/3/ 2). Par symétrie, Pautre point double est de coordonnées

(0,—V3/2).

Exercice 12 : [énoncé]
a) L’application ¢ — f(t) est définie et de classe C* sur R.
f(t+2m) = f(t) sont confondus.
f(—t) est le symétrique de f(t) par rapport a 'axe (Ox)
f(m —t) est le symétrique de f(t) par rapport a 'axe (Oy)
f(m/2 —t) est le symétrique de f(t) par rapport a la droit A : y = z.
On peut limiter I’étude a I'intervalle [0, 7/4]. La courbe obtenue sera complétée
par les symétries d’axe A, (Oy) puis (Ox).
Tableau des variations simultanées

2'(t) = —3sintcos? t
y'(t) = 3costsin?®t

t |0 /4
()]0 — —3/V/8
x(t) |1 N\, 2732
y(t) [0~ 2737
y(t) [0 + 3/V8
m(t) | 7 -1

La tangente est donc dirigée par 'axe des abscisses.
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L’astroide b) L’équation de la tangente au point de parametre ¢ est

y = —tant(z — cos® t) 4 sin® ¢
0 t
Ona A(t)| . et B(t) cos(t) et donc
sint 0
At)B(t) =1

Exercice 13 : [énoncé]
L’application ¢ — f(t) est définie et de classe C* sur R.

f(t + 27) est Iimage de f(t) par la translation de vecteur 27i.

f(=t) est le symétrique de f(t) par rapport a l'axe (Oy).

On peut limiter I’étude a I'intervalle [0, 7]. La courbe obtenue sera complétée par
la symétrie d’axe (Oy) et par les translations de vecteurs 2kmi avec k € Z.
Tableau des variations simultanées

{x’(t) =1 — cos(t)

y'(t) = sint

t 0 T
)0 + 2
z(t) |0 N 7w
y(t) [0 7 2
SO0 £ 0

Le parametre ¢t = 0 n’est pas régulier. Cependant

Y —y(0) _ 22
x(t) — x(0) t—>0 ¢3/6

— 400

La courbe présente donc une tangente verticale en l'origine.

La cycloide

Exercice 14 : [énoncé]

a) L’application ¢ — f(¢) est définie et de classe C* sur R.

f(=t) est le symétrique de f(t) par rapport a I'axe (Oy).

On peut limiter I’étude & [0, +oo[. La courbe obtenue sera complétée par la
symétrie d’axe (Oy).

Tableau des variations simultanées.

2’ (t) = th’t
y'(t) = —sht /ch?t
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14 0 +00 f(—t) est le symétrique de f(t) par rapport au point O.
z'(t) |0 + f(m —t) est le symétrique de f(¢) par rapport & 'axe (Ox)
z(t) |0 S 40 On peut limiter I’étude a I'intervalle [0, 7/2]. La courbe obtenue sera complétée
y(t) |1 N\, 0 par la symétrie d’axe (Ox) et la symétrie de centre O.
y(t) |0 — Tableau des variations simultanées
m(t) | 7 — On pose to = arccos(1/v/3). On a costy = 1/4/3 et sinty = 1/2/3.
Etude en t = 0. Le parameétre n’est pas régulier, cependant n 0 to /2
W) | 1/2 0
v -y =3, x(t) (/) : 3/8 - 1
z(t) — z(0) t—0 2t x(t) / /8
yt) | 0 2 1/V8 N\, 0
La tangente en le point de parametre ¢ = 0 est donc verticale. y(t)|1/2 + 0 - -1
Etude quand ¢t — +o0. m)| 1 + 0 -
z(t) = +oo et y(t) — 0
L’axe (Ox) est asymptote, courbe au dessus . . _
A N T T
s e \"\
I F "y
| ) - 4
1 A lI : ‘. . Il
AN R o5 of 05 A
P I \. a2 Yy,
" T P T e
3 -2 -1 0 1 La lemniscate de Bernoulli b) On a
La tractrice b) Pour ¢ # 0, I'équation de la tangent int M d tre ¢ MF? S S S LU e sin® 1, 5 sint
o — _— — e - — -
e; ractrice b) Pour ¢ # 0, I’équation de la tangente au poin e parametre 0T cosZp) T2 T e 0T co2t) T2 T oot
1
= (g—t d
Y ot (x—1t) onc P 1
Les coordonnées du point A sont 4
t
A
0

et donc

1
AM? =th*t+ — =1
ch?t

Exercice 15 : [énoncé]
a) L’application ¢ — f(¢) est définie et de classe C* sur R.
f(t+2m) et f(t) sont confondus.

Exercice 16 : [énoncé]
a) Posons x(t) = acost et y(t) = bsint avec t € R. On vérifie

@O | GO _ ey ey
a? b?

Ainsi, les points du paramétrage figurent sur la courbe d’équation

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 10 aofit 2015

Corrections

Inversement, soit M de coordonnées (z,y) figurant sur la courbe précédente.
Posons a = x/a et 3 =y/b. On a o + 32 = 1 et donc il existe t € R tel que

o = cost et § =sint

On a alors (z,y) = (x(t), y(t)) et le point M figure donc sur la courbe paramétrée
introduite.

b) Les fonctions x et y sont définie et de classe C* sur R. La fonction de
paramétrage f :t+— (x(t),y(t)) est donc définie et de classe C*° sur R. On a

z(t + 2m) = z(t) x(—t) = z(t) . z(m—t) = —x(t)
, e
y(t+2m) =y(t) | y(=t) = —y(t) y(r —1) = y(t)
On peut alors limiter 1’étude a [0, 7/2] et compléter la courbe obtenue par les
symétries d’axe (Ox) et (Oy).

'(t) = beost
t |0 /2
()]0 —
z(t) la Ny 0
y(t) |0~ b
y'(¢) + 0

En t =0, il y a une tangente verticale.
En ¢ = 7, il y a une tangente horizontale.

A

v

¢) Quitte & échanger considérons F'(c,0) et F'(—c,0). Pour M (acost,bsint), on a

MF? = (acost — ¢)® + bsint®> = a? cos® t — 2accost + ¢ + b>sin’ t

puis, en écrivant a2 cos?t = b cos®t + c? cos? t
MF? = ¢?cos®t — 2accost + a* = (a — ccost)?

De méme

MF" = (a + ccost)?

Enfin, puisque a > ¢

MF + MF' = |a — ccost| + |a + ccost| = 2a

Exercice 17 : [énoncé]

L’application ¢ — f(t) est définie et de classe C* sur R.

f(t+2m) et f(t) sont confondus.

f(—t) est le symétrique de f(t) par rapport a 'axe (Ox).

On peut limiter I’étude & l'intervalle [0, 7r]. La courbe obtenue sera complétée par
la symétrie d’axe (Ox).

Tableau des variations simultanées

z'(t) = —2sint — 2sin 2¢
y'(t) = 2cost + 2 cos 2t

r{t)=0&t=0,21/3,7
y(t)=0&st=n/3,7

t 0 /3 27/3 T
(@) | 0 — - 0 + 0
20 |3 N 12 N 32 4 -1
v |07 3V32 N\ V32 N\ 0
y'(¢) + 0 — - 0
m(t) | co — 0 + oo - 7

La courbe présente donc une tangente horizontale en ¢t = 7.
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La cardioide

Exercice 18 : [énoncé]

a) L’application ¢t — f(t) est définie et de classe C* sur R.
Les points désignés par f(—t) et f(t) sont symétriques par rapport a (Ozx).
Etude limitée a [0, +o0o|. La courbe obtenue sera complétée par la symétrie d’axe

(Oz)

Zt)=0&t=0
Yyt)=0t=0
t 0 +00
(@) |0 +
z(t) |0 S +oo
y(t) |0 S +oo
y () |0 +

Il y a une tangente horizontale en t = 0

Posons avec et fonctions dérivables. !

Le point de parametre appartient & la droite donc (1) Le vecteur dirige la droite . ,
donc (2) En dérivant (1) et en exploitant (2) on obtient : ‘./
donc puis . 4
L’application correspondante est définie et de classe sur . 2] i

est le symétrique de par rapport a I’axe . S '

On peut limiter ’étude a 'intervalle . La courbe obtenue sera complétée par la 1 7

symétrie d’axe _ /.---/

Tableau des variations simultanées e | i ; 3 3 )
Etude en . Le point n’est pas régulier, cependant \“‘----v\

Il y a donc une tangente horizontale en le point de parameétre n N

Etude quand L

et 2] AN

La droite est asymptote a la courbe et celle-ci est a gauche de la droite. AN
La courbe 3 “"\
Exercice 19 : [énoncé] +

Notons f(t) la fonction définissant ce paramétrage.
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La courbe z = 3t%,y = 2t3 t 0 +00
() |0 +
b) Pour ¢ # 0, la tangente D; en M a pour équation 20 [0 7 oo
2 2 3y _ y(t) |0 7 +o0
—t*(x —3t%) +t(y—2t°) =0 O

soit
tr —y = t3

Pour t # 0, la normale N; en M a pour équation
t(x —3t%) —t*(y —2t>) =0

soit
te — t2y = 3t° — 2t°

Ces équations sont encore valables pour ¢ = 0.
¢) La tangente D; est normale & la courbe au point N de paramétre 7 si, et
seulement si,

3tr2 — 273 =43
tr +1272 =0

ce qui traduit N € D; et 'orthogonalité des tangentes en M et IN.

Si ¢t = 0 alors 7 = 0 mais le couple (0,0) n’est pas solution.
Sit#0alors T #0et 7=—1/t puis 2 + F =13 dou (> +1)*(t? —2) =0
ce qui donne t = \f, —/2.

Exercice 20 : [énoncé]

Notons f(t) la fonction définissant ce paramétrage.

a) L’application ¢ — f(¢) est définie et de classe C* sur R.

f(—t) est le symétrique de f(t) par rapport a 'axe (Oy).

On peut limiter 1’étude & I'intervalle [0, +o00[. La courbe obtenue sera complétée
par la symétrie d’axe (Oy).

Tableau des variations simultanées

o' (t) = 12t2
y'(t) = 123

Z{t)=0&t=0
y(t)=0&t=0

Il y a une tangente horizontale

4_

\ B /
\ /
y,
™,

,_\ s Y,

N /

: 1 S/
™, N 1 P,

N p
~J
4 3 2 1 o 1 2 3 4

La courbe z = 4¢3,y = 32
b) Pour ¢ # 0, la tangente en M a pour équation :
tr —y = tt
En ¢t = 0 : cette équation convient encore.
c) Les tangentes en M et N de parameétres ¢t et 7 et M (7) sont orthogonales si, et

seulement si, 1 +t7 =0
Si tel est le cas leur intersection est solution du systeme
tr —y = t
1 1

L
PV T
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Apres résolution

et oty t oL
t 3

Notons g(t) la fonction définissant le paramétrage de la courbe ainsi obtenue,
teR*

g(—t) est le symétrique de g(¢)par rapport a laxe (Oy).

Les points g(t) et g(1/t) sont confondus.

On peut limiter 1’étude & l'intervalle |0, 1].

13 (1+tH)Btr—4t2+3)
2
a:’(t)=3t—1—t—2+t—4: m
2 2(1—tY
y/(t)=—2t+t§:t73

Tableau des variations simultanées

t 0 1
2/ (t) - 4
z(t) | +oo N\, O
yt) | —oo S -1
y'(t) + 0
1_
4 2 2 4
[1]
A
//
///
/// 24
///
3

La courbe des points d’ou I’on peut mener deux tangentes orthogonales

Exercice 21 : [énoncé]

Soit @ un point du cercle limite de centre (0,0) et de rayon R > 0.
Soit 7y : |—e,e[ = D une application dérivable en 0 avec v(0) = a.
Puisque 'application ~y est a valeurs dans D, on a

vt € |—e e[, Iv@)II* < R

Or ||7(0)||* = R? et donc 'application ¢ — ||v(t)||* admet un maximum en ¢ = 0.
Son nombre dérivé y est alors nul ce qui fournit

2(v'(0),7(0)) =0

Ainsi, le vecteur tangent v = 4/(0) est orthogonal au vecteur rayon a = v(0).
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